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РЕШЕНИЕ ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ D И А ДЛЯ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ В СЛУЧАЕ 
ПЛОСКИХ ОБЛАСТЕЙ ПРИВЕДЕНИЕМ К 
ОДНОИМЕННЫМ ЗАДАЧАМ ДЛЯ 
ГОЛОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ 
Л. И. Чибрикова 
Казанский государстве'//:ный у'/1,иверсuтет 
Рассматривается вещественное эллиптическое дифференциаль­
ное уравнение 2-го порядка 
ди ди Е(и) = д + а(х, у) дх + Ь(х, у) ду + с(х, у)и =О (1) 
с R-аналитическими коэффициентами а, Ь, с в заданной плоской 
области Т С С. Речь идет о возможности конструктивного по­
строения регулярных решений граничной задачи Дирихле (зада­
чи D) и ее обобщения с производными в краевом условии (задачи 
А). Основой для этой работы послужила монография И. Н. Векуа 
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([1], гл. 1и111). Изложенные в ней общие представления регуляр­
ных в Т решений уравнения (1) с R-аналитическими коэффициен­
тами и различных его обобщений через голоморфные в Т функции 
одного комплексного переменного до сих пор считаются наиболее 
удобными при решении граничных задач, в том числе задач D и 
А. 
Метод И. Н. Векуа состоит в продолжении уравнения (1) на 
комплексные переменные 
z = х + iy, ( = х - iy (2) 
( ( = z при х и у вещественных; при ( # z х и у могут быть толь­
ко комплексными). При использовании операторов комплексного 
дифференцирования 
(3) 
продолжением уравнения (1) на комплексные переменные z,( бу­
дет операторное уравнение 
а2 и аи аи 
F(U) = дzд( + A(z, () дz + B(z, () д( + C(z, ()U(z, ()=О, ( 4) 
в котором 
A(z, () = 
B(z, () 
C(z, () = 
И(z, ()=и ( z; (, z ~ (), 
i [: (: I: · :~ ~) : :: (: I: · :~ :) J, 
4 [ ( 2 , 2i ) ( 2 , 2i ) , 
~с ( z; (, z ~ (). 
(5) 
(6) 
Известно, что любое регулярное решение уравнения ( 1) с R-
аналитическими коэффициентами само является R-аналитичес­
ким и что продолжением любой R-аналитической функции на пе­
ременные z и ( (3) является С-аналитическая функция по этим 
переменным. Поэтому переход к комплексным переменным z, ( 
осуществляет переход от изучения регулярных решений диффе­
ренциального уравнения (1) в области Т к эквивалентной задаче 
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изучения С-аналитических решений U(z, ()операторного уравне­
ния ( 4) с С-аналитическими в (Т х Т) коэффициентами. Факти­
чески изучение U(z, ()можно проводить в таких цилиндрических 
областях (П Х ТТ), в которых все коэффициенты (6) одновремен­
но являются С-аналитическими. Односвязная область П с таким 
свойством названа основной областью дифференциального урав­
нения (1) и операторного уравнения (4); она всегда существует и 
может быть как окрестностью некоторой точки, так и расширен­
ной плоскостью (П = С при целых коэффициентах а, Ь, с). 
При построении представлений С-аналитических решений 
уравнения (4) рассматриваемая область Т (односвязная или мно­
госвязная) погружалась в одну из основных областей r2; гранич­
ные контуры предполагались гладкими и замкнутыми. Вот одна 
из формул И . Н . Векуа ([1], с. 49), представляющая все решения 
уравнения ( 4) в односвязной области Т: 
% 
U(z,() = G(z,z0 ;z,()rp(z)- J rp(t)H(t,z0 ;z,()dt+ 
%О (7) 
' +G(zo, (; z, ()rp*(() - J rp*( т)Н*(z0 , т; z, ()dт, 
zo 
И(z, () = 0(rp(z)) + e•[rp*(()]. (8) 
Здесь в развернутой формуле (7) G(z, z; z, () - функция Римана 
уравнения ( 4); rp( z) и rp* ( () - произвольные функции, голоморф­
ные в областях Т и Т соответственно; z0 - произвольная точка 
из Т; ядра Н и Н* - С-аналитические в (Т х Т) функции по 
каждой из переменных. Каждой паре произвольных голоморфных 
функций rp(z) и rp*(() формула (7) ставит в соответствие решение 
U(z, () уравнения (4) и, обратно, по известному решению U(z, () 
функции rp(z) и rp*(() определяются однозначно. В краткой запи­
си (8) каждое из слагаемых Щrp(z)] и Щrр*(()] является в свою 
очередь решением уравнения ( 4); они соответствуют такому вы­
бору произвольных функций: rp(z) - любая, rp* =О и rp =О, rp*(() 
- любая; вид этих двух решений, записанных в виде линейных 
интегральных операторов, понятен из представления (7). 
В [1] доказано, что любое регулярное в Т ре~е и(х, у) урав-
нения (1) получается так: за ip* принимается rp(() и в (7) пола­
гается ( = z. При этом слагаемые (8) становятся комплексно со-
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пряженными, и вместо (7) получается формула 
и(ж,у) = ReU0 (z,z), 
где использовано обозначение 
z 
(9) 
U0 (z,()=8[ip(z)]=G(z,zo;z,()ip(z)- / l(.l(t)H(t,zo;z,()dt. (10) 
zo 
Изучение граничных задач D и А И. Н. Векуа провел в случае 
областей Т с ляпуновскими границами; при этом предположении 
неизвестную голоморфную функцию l(J(z) он представлял в виде 
интеграла типа Коши с неизвестной чисто мнимой плотностью, 
для определения которой из заданного граничного условия полу­
чалось сингулярное интегральное уравнение. 
Эти же граничные задачи рассматривались в диссертации 
3. М. Нута [2], выполненной под моим руководством. Границами 
областей Т (односвязных и многосвязных) служили алгебраичес­
кие кривые или дуги таких кривых и их осей симметрии. Задан­
ное алгебраическое уравнение р(ж,у) =О (р - полином) продол­
жалось на те же комплексные переменные (2), и рассматривае­
мая граничная задача превращалась на полученной римановой 
поверхности 
Rz: р (z + ( =-=i.) =О 2 ' 2i (11) 
в эквивалентную граничную задачу в некотором классе функций, 
аналитических на R". Рассматривались преимущественно орто­
симметричные поверхности R", на которых линией симметрии 
была линия L, полученная из 8Т : р(ж, у) = О преобразованием 
(2). Разрез Rz по L делил R" на две части: s+ и s-, симметрич­
ные относительно L; закон симметрии представлял собой взаимно 
однозначное соответствие s+ +----+ s-: 
(z, () +----+ ((, z); (12) 
при такой симметрии точки(~.~) Е L переходили в себя. В полу­
ченных граничных задачах на R" приходилось отыскивать ре­
шения среди кусочно-голоморфных функций, удовлетворяющих 
условию симметрии 
Ф(z, () = Ф((, z). (13) 
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В этой работе мы хотим обратить внимание на следующие обсто­
ятельства. 
Если в равенстве (5) произвести формально преобразование 
(12), то в силу вещественности и(х,у) получим 
И((, z) = U(z, (). (14) 
Это соотношение имеет вид (13) и мы будем называть его также 
условием симметрии. 
Отметим, что C(z, ()по той же причине вещественности с(х, у) 
будет удовлетворять условию симметрии (14), а вот коэффициен­
ты A(z, () и B(z, () связаны равенством 
В((, :z) = A(z, (). (15) 
Эти свойства коэффициентов уравнения ( 4) и известные свойст­
ва операторов (3) позволяют установить, что если U0 (z, () есть 
какое-то С-аналитическое в (Т х Т) решение (4), то решением 
его будет и И0 ((, z), а также 
1 ---
U(z, () = 2 [Ио(z, ()+И((, z)]. (16) 
Очевидно, что решение (16) удовлетворяет условию симметрии 
(14), и если в (16) положить ( = z, то получим 
U(z, z) = ReUo(z, () = и(х, у). (17) 
Значит, имея любое С-аналитическое в (Т х Т) решение урав­
нения (4) U0 (z,(), можно построить соответствующее ему регу­
лярное вещественное решение и( х, у) уравнения ( 1) следующим 
образом: по формуле (16) построить решение U(z,(), удовлетво­
ряющее условию симметрии (14), и положить в нем ( = z. 
Непосредственными вычислениями легко показать, что при 
tp• = tp(() формула (7) определяет решение, удовлетворяющее 
условию симметрии (14). Если же вычислять по e[<p(z)] симмет­
ричное решение e•[tp•], то значение tp• = tp(() получится авто­
матически, в ходе вычислений, что очень удобно при решении 
граничных задач, например, при решении задачи D. 
Краевое условие задачи D запишем в виде 
u+ю = F(~), ~ Е 8Т\{6, ... ,6}, (18) 
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где заданная функция F(€) непрерывна по Гельдеру. Для опреде­
ленности будем считать, что 8Т есть замкнутый алгебраический 
контур рода р ~ О, ограничивающий односвязную область. На ос­
новании вышесказанного можно считать, что s+ = (Т х Т), s- = 
(Т х Т) и что L есть линия, состоящая из неподвижных точек сим­
метрии (12). 
Так как все регулярные решения и( :z:, у) уравнения ( 1) опре­
делены формулами (9) и {10), то мы отыскиваем решение задачи 
D среди этих же функций. Все они содержат произвольную голо­
морфную в Т функцию <p(z), которую надо выбрать так, чтобы 
выполнялось условие {18). После перехода к переменным {2) мы 
будем строить решение И(z,() операторного уравнения (4), удов­
летворяющее на основании (9) граничному условию 
(19) 
При решении вводим вспомогательную кусочно-голоморфную 
функцию 
И(z, () = {И0 {z, (), (z, () Е s+; И0 ((, z) (z, () Е s-,} {20) 
где И0 (z,() имеет вид {9). Эта функция удовлетворяет условию 
симметрии (14), опираясь на которое, из (20) получаем 
и+(~,~)+И-(~, ~)=Ио(€,~)+Ио(~, 0 =2RеИ0 (~,~) =2F(€). (21) 
Теперь на основании этой цепочки равенств можно выразить F(O 
через <р{€), точнее, через Re<p(~). Для этого обращаемся к равен­
ствам (20), расписав их на основании (10) в развернутой форме. 
Будем иметь 
~ 
2F(€) =Ио(€, ~)+Ио(€,€) =G(€, z0 ; ~' ~)</'(€)-1 <p(t)H(t, zo; €, ~)dt+ 
zo 
~ 
+G(€, zo; €, ~)</'(€) - / <р(т)Н(z0 , т; €, ~)dт. 
Zo 
Неинтегральные члены в сумме дают 2GRe<p(€), а вот интегра­
лы удалось объединить только в случае, когда область Т является 
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звездной с центром z0 • Тогда, введя вещественное переменное ин­
тегрирования 1J с помощью равенства t - z = ТJ( z0 - z), интегралы 
можно объединить и получить интегральное уравнение, связыва-
ющее F(O и !(~) = Rerp(€): 
6[/Ю] = F(~). (22) 
Это уравнение Вольтерра второго рода. Из него /(~) определя­
ется однозначно, и задача сводится к задаче Шварца Rerp(~) = 
/(~), ~ Е 8Т. При р =О эта задача безусловно разрешима и име­
ет единственное решение; в случае р =J О задача может оказаться 
разрешимой лишь при дополнительных условиях на/(~) . 
Имеются достаточно простые частные случаи, когда при из­
вестной G оператор е удается определить. 
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Для кафедры дифференциальных уравнений Казанского уни­
верситета 1999 год является юбилейным. Исполнилось 50 лет ее 
второго открытия в 1949 году. Должность заведующего кафедрой 
была предоставлена доктору физико-математических наук, про­
фессору Федору Дмитриевичу Гахову. 
Ф.Д.Гахов был известен в Казанском университете с моло­
дых лет. Он родился 19 февраля 1906 года в одной из станиц 
Ставрополья, сейчас это город Черкесск. В 1925 году он окон-
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